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   摘要 : 本文从数集的扩展原则与扩展的必要性出发，阐明了哈密尔顿的四元数不能作为复数集

的拓广，从而将向量乘法与普通乘法区别开来。[New York Science Journal. 2009;2(4):79-80]. (ISSN: 
1554-0200). 
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        按照现代数学的观点，数集包括狭义数集与广义数集两大类，狭义数集包括复数与超复数，

广义数集包括向量、矩阵等集合，其中超复数起源于四元数，在 1828——1843 年，伟大的数学物理

学家哈密尔顿为了物理学研究空间的需要，建立了一种对乘法运算不可交换的数集——四元数（又

称超复数） ,其一般形式为 ai+bj+ck+d,其中 a、b、c、d 为实数 ,i、j、k 为虚单位 ,i2=j2=k2=－
1,ij=k,jk=i,ki=j,ji=－ k,kj=－ i,ik=－ j.其乘法规则类似于多项式乘法，但不满足交换律，设

z1=a1i+b1j+c1k+d1，z2=a2i+b2j+c2k+d2,则 z1z2=－(a1a2+b1b2+c1c2+d1d2)+(b1c2+a1d2+a2d1－b2c1)i+(c1a1－

c2a1+b1d2+b2d1)j+(a1b2－a2b1+c1d2+d1c2)k。对于四元数 ai+bj+ck+d而言,当 b=c=0时,四元数便成为复数；

当 d=0 时，ai+bj+ck 代表三维向量， a、b、c 分别为其在 x 轴、y 轴、z 轴上的分量，（a1i+b1j+c1k）
(a2i+b2j+c2k)=－(a1a2+b1b2+c1c2)+(b1c2－b2c1)i+(c1a1－c2a1)j+(a1b2－a2b1)k。后来，人们对其分成两部分，

(a1a2+b1b2+c1c2)为数量积，(b1c2－b2c1)i+(c1a1－c2a1)j+(a1b2－a2b1)k 为向量积，并分别在物理学中找到

了其应用；为了物理学研究空间的需要将其推广为 n 维，并且不满足乘法结合律.。笔者发现把四元

数作为复数集的拓广不满足数集的扩展原则与扩展的必要性。 
                    ㈠把四元数作为复数集的拓广不满足数集扩展的必要性 
     数集的每一次扩展，总是由于原来的数集与解决具体问题的矛盾而引起的，这些问题有的是首

先从实际中提出 的，有些则是从数学本身首先提出的。为了使除法、减法运算封闭，从正整数集先

后扩展到正有理数集合、有理数集合；为了表示无限不循环小数，引进了无理数，从有理数集合扩

展到实数集； 为了使开方运算封闭，引进了虚数，从实数集扩展到复数集。在复数集 中，加、减、

乘、除、乘方、开方等所有代数运算都已封闭，因此复数集是一个完美的数集，从数学本身来讲没

有扩展的必要。退一步讲，假设四元数是复数集的拓广，那么开方运算失去意义，例如∵i2=j2=k2=
－1，∴－1 的平方根至少有 6 个——±i、±j、±k,其实一个四元数的 n 次方根有无数个解，这样将

使开方运算 变为无定解运算。 
                    ㈡把四元数作为复数集的拓广不满足数集的扩展原则  
     ①根据数集的扩展原数集作为新数集的特例，原有的运算法则依然成立。 
     当数集拓广至复数集后，人们迅速发现其在物理学中的应用——可以表示平面向量及其加减运

算。但是复数的乘法与向量的乘法有着本质的区别，复数集对于乘法封闭且满足交换律，平面内向

量的向量积是一个空间向量，数量积是一个标量。因此为了研究物理学中向量乘法而拓广复数集  是
没有必要的，表示向量乘法与普通乘法的符号亦应区别开来，不必定义 i2=j2=k2= －1.。向量运算不

同于代数运算，没有必要将其纳入代数运算。若将三维向量表示为 a+bi+cj,数量积与向量积分别用

“.”与“×”表示，(a1+b1i+c1j).(a2+b2i+c2j)=a1a2+b1b2+c1c2,(a1+b1i+c1j)×(a2+b2i+c2j)=(b1c2－b2c1)+(c1a2

－c2a1)i+(a1b2－a2b1)j,从而把向量乘法与普通乘法区别开来，又能作为复数集的拓广.其实这样做对表

示向量乘法非常妥当，但它会使普通乘法出现矛盾，复数集对于普通乘法已经封闭，乘积中出现的

ij、ji 无论怎样定义都会出现矛盾，而且与普通乘法的符号不加区别会造成混乱。 
      ② 在向量 ai+bj+ck 中 i、j、k 的意义与复数 a+bi 中的 i 意义不同。 

在三维向量 ai+bj+ck 中 i、j、k 是为了区分向量在 x 轴、y 轴、z 轴上的分量而作的标记，可以

规定 i2=j2=k2为任何实数，但在复数 a+bi 中的 i 有着特殊的含义：i2=－1。在四元数 ai+bj+ck+d 中，

当 d=0 时表示三维向量，a、b、c 分别代表在 x 轴、y 轴、z 轴上的分量，因此当 c=0 时，二维向量
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应为 ai+bj，a、b 分别代表在 x 轴、y 轴上的分量，但单位不一致 ，前者为 i、j,后者为 1、i,而 i2=j2=
－1≠1,因此这本身就具有一种不协调性。 

 
     综上所述，复数的乘法与向量的乘法有着本质的区别，哈密尔顿的四元数不能作为复数集的拓

广，只不过他找到了向量的乘法法则。为了满足数集的扩展原则，笔者建议取消四元数，直接定义

向量乘法。为了与复数乘法相区别，定义 i*i=j*j=k*k=1,这样可以避免运算结果中出现负号，其它的

规则不变。设向量 Z1=a1i+b1j+c1k,   Z2=a2i+b2j+c2k,Z1*Z2=(a1a2+b1b2+c1c2)+(b1c2－b2c1)i+(c1a2－

c2a1)j+(a1b2－a2b1)k,其中前者  (a1a2+b1b2+c1c2)表示数量积，后者(b1c2－b2c1)i+(c1a2－c2a1)j+(a1b2－

a2b1)k 表示向量积，不满足交换律。这种运算可以推广至 n 维，推广后不满足结合律。一句话，狭义

数集只包含复数集。数学之所以完美是因为数学有一个完备的复数系统；复数系统之所以完备是因

为它的元素数不仅仅是一个记号，而且源于人类对自然界的抽象，带有宇宙的最基本信息。可见，

数学美不是人类构造出来的，而是完美宇宙的真实映象。寻找宇宙的最基本信息是重要的，因为它

有助于我们发现表达“适用于一切事物的理论”的数学形式，反过来，我们也可以从宇宙的最基本信

息出发去思考宇宙的造化。 
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